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1ο Θέμα [20]. Από πρόσφατη έρευνα γνωρίζουμε ότι στο 1% των αναψυκτικών που 
διατίθενται στην ελληνική αγορά, η ποσότητα ενός συγκεκριμένου συντηρητικού που 
περιέχεται σε αυτά υπερβαίνει το ανώτατο επιτρεπτό όριο. Η μέθοδος που εφαρμόζει 
ο Ε.Φ.Ε.Τ. όταν πραγματοποιεί σχετικούς ελέγχους δεν είναι απολύτως ακριβής. 
Συγκεκριμένα: δίνει θετικό αποτέλεσμα στο 98% των αναψυκτικών που πράγματι 
υπερβαίνουν το όριο αλλά και στο 5% των αναψυκτικών που δεν υπερβαίνουν το 
όριο. α) Ποια είναι η πιθανότητα σε ένα τυχαία επιλεγμένο αναψυκτικό ο έλεγχος του 
Ε.Φ.Ε.Τ. να δώσει θετικό αποτέλεσμα. β) Αν σε ένα τυχαία επιλεγμένο αναψυκτικό ο 
έλεγχος  του Ε.Φ.Ε.Τ. έδωσε θετικό αποτέλεσμα, ποια είναι η πιθανότητα η ποσότητα 
συντηρητικού που περιέχεται σε αυτό πράγματι να υπερβαίνει το όριο. γ) Το 
ενδεχόμενο «Το αναψυκτικό περιέχει ποσότητα συντηρητικού που υπερβαίνει το 
ανώτατο επιτρεπτό όριο» και το ενδεχόμενο «Το αποτέλεσμα του ελέγχου είναι θετικό» 
είναι μεταξύ τους ανεξάρτητα ή εξαρτημένα; Εξηγείστε. 
 
2ο Θέμα [45]. Η ποσότητα ελιών που επεξεργάζεται ένα ελαιοτριβείο ανά ώρα (σε 
τόνους) είναι συνεχής τυχαία μεταβλητή, έστω Χ. Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση 
πυκνότητας της  Χ  δίνεται από τον τύπο,  
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α) Να δείξετε ότι η μέση ποσότητα ελιών που επεξεργάζεται το ελαιοτριβείο ανά ώρα 
είναι 2][ == μXE  τόνοι και η διασπορά 33.1][ 2 == σXV  τόνοι2. 
β) Ποια είναι η πιθανότητα η ποσότητα ελιών που επεξεργάζεται το ελαιοτριβείο σε 
μια ώρα να υπερβεί τους 3 τόνους. 
γ) Ποια είναι η πιθανότητα το πολύ σε μία από πέντε, τυχαία επιλεγμένες, ώρες το 
ελαιοτριβείο να επεξεργασθεί ποσότητα που να υπερβαίνει τους 3 τόνους. 
δ) Ποια είναι η πιθανότητα η μέση ποσότητα που επεξεργάζεται το ελαιοτριβείο σε 
36, τυχαία επιλεγμένες ώρες, να είναι το πολύ 1.4 τόνοι. (θεωρείστε ότι οι ποσότητες 
ελιών που επεξεργάζεται το ελαιοτριβείο ανά ώρα είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες). 
ε) Καταγράφουμε την ποσότητα ελιών που επεξεργάσθηκε  το ελαιοτριβείο σε κάθε 
μια από 36, τυχαία επιλεγμένες, ώρες και βρίσκουμε 4.1=x τόνοι. Με βάση αυτό το 
εύρημα στο τυχαίο δείγμα των 36 ωρών και την απάντηση στο (δ), μήπως πρέπει να 
αμφιβάλουμε για κάτι; 
 

3ο Θέμα [25]. Έχει παρατηρηθεί ότι ο αριθμός tX  των σωματιδιακών προσμείξεων 
σε ένα υγρό σκεύασμα όγκου t (σε 3cm ), περιγράφεται ικανοποιητικά από μια 
στοχαστική διαδικασία Poisson. Αν ο μέσος αριθμός σωματιδίων ανά 3cm  είναι 3, να 
υπολογισθεί η πιθανότητα, α) να βρεθούν το πολύ 2 σωματίδια σε ένα 3cm  
σκευάσματος, β) να βρεθούν λιγότερα από 2 σωματίδια σε δύο 3cm  σκευάσματος 
και γ) να βρεθούν περισσότερα από 20 σωματίδια σε πενήντα 3cm σκευάσματος. 
 

4ο Θέμα [20]. α) Δείξτε γραφικά και υπολογίστε τα 01.0z  και 99.0z  άνω ποσοστιαία 
σημεία της )1,0(~ NZ . 



 

β) Έστω Α, Β δύο ( ∅≠ ) ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου, με AB ⊆ . Τι 
μπορούμε να πούμε για τη δεσμευμένη πιθανότητα )/( BAP ; Μπορούμε να 
συμπεράνουμε αν τα ενδεχόμενα αυτά είναι εξαρτημένα ή ανεξάρτητα. Εξηγείστε. 
γ) Δύο ξένα ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου, είναι ανεξάρτητα, εξαρτημένα ή 
μήπως δε μπορούμε να αποφανθούμε; Εξηγείστε.  
δ) Αν α  είναι η πιθανότητα επιτυχίας και β   η πιθανότητα αποτυχίας σε μια δοκιμή 
Bernoulli, τι εκφράζουν οι όροι του αναπτύγματος: 32233 33)( βαββααβα +++=+ . 
Αυτό το ανάπτυγμα είναι μεγαλύτερο, μικρότερο ή ίσο με 1; 
 

Τιμές των πιθανοτήτων )()( zZPzΦ ≤=  της )1(0,N  

 

 



 

Ενδεικτικές απαντήσεις  
1ο Θέμα 
Θεωρούμε τα ενδεχόμενα:  
Α: Το αναψυκτικό περιέχει ποσότητα συντηρητικού που υπερβαίνει το ανώτατο 
επιτρεπτό όριο  
Θ: Το αποτέλεσμα του ελέγχου είναι θετικό. 
Δίνονται οι πιθανότητες: 01.0)( =AP , 98.0)/( =Θ AP  και 05.0)/( =′Θ AP   
α) Ζητείται η πιθανότητα )(ΘP . Από το θεώρημα ολικής πιθανότητας έχουμε: 

0593.0)01.01(05.001.098.0)()/()()/()( =−⋅+⋅=′⋅′Θ+⋅Θ=Θ APAPAPAPP  
β) Ζητείται η πιθανότητα )/( ΘAP . Από τον τύπο του Bayes έχουμε: 
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γ) Είναι εξαρτημένα διότι 01.0)(1653.0)/( =≠=Θ APAP  
(ή διότι 0593.0)(98.0)/( =Θ≠=Θ PAP ). 
 
2ο Θέμα 
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0

=⇒=⇒=∫ c
c

dx
c

. 

2...
4
1)(

4

0

==⋅= ∫ xdxXE  τόνοι, δηλαδή, το ελαιοτριβείο αναμένεται να 

επεξεργάζεται 2 τόνους ελιών ανά ώρα. 
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β) Ζητάμε την πιθανότητα 25.0)34(
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γ) Έστω Υ ο αριθμός των ωρών από τις πέντε που επιλέξαμε, σε κάθε μία από τις 
οποίες η ποσότητα ελιών που επεξεργάσθηκε το ελαιοτριβείο υπερβαίνει τους 3 
τόνους. Προφανώς )25.0,5(~ BY  και επομένως η ζητούμενη πιθανότητα είναι: 
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δ) Έστω iX  η ποσότητα ελιών που επεξεργάζεται το ελαιοτριβείο την i ώρα 
( 36,...,2,1=i ). Προφανώς ζητάμε την πιθανότητα )4.1( ≤XP  όπου 

36
... 3621 XXX

X
+++

= . Οι τυχαίες μεταβλητές iX  είναι ανεξάρτητες και ισόνομες 

με μέση τιμή 2)( == ii XEμ  τόνοι και διασπορά 33.12 =iσ  τόνοι2 και επομένως 
από το Κ.Ο.Θ. (επειδή )3036 >=n προκύπτει ότι η X  προσεγγίζεται ικανοποιητικά 

από την κανονική κατανομή  )
36
33.1,2(N  ή )037.0,2(N . Επομένως η ζητούμενη 

πιθανότητα είναι: 
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ε) Πρέπει να αμφιβάλουμε για την κατανομή της Χ  διότι θεωρώντας ότι αυτή έχει 
μέση τιμή 2 και διασπορά 1.33 η πιθανότητα να συμβεί στο δείγμα αυτό που 
παρατηρήσαμε είναι πολύ μικρή (0.0008).  
 
 
3ο Θέμα 
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γ) Ζητάμε την πιθανότητα: )20( 50 >XP . Επειδή η 50X  ακολουθεί την κατανομή 
Poisson  με μέση τιμή 10150503 >=⋅ , από το Κ.Ο.Θ. γνωρίζουμε ότι προσεγγίζεται 
ικανοποιητικά από την κανονική κατανομή )150,150(N και επομένως: 
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4ο Θέμα 
α) Εξ ορισμού αα => )( zZP . Άρα, 

99.0)(99.0)(01.0)(101.0)( 01.001.001.001.0 =Φ⇔=≤⇔=≤−⇔=> zzZPzZPzZP  
και με αντίστροφη αναζήτηση στον πίνακα πιθανοτήτων της τυποποιημένης 
κανονικής παίρνουμε 33.201.0 =z . 
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Προφανώς είναι εξαρτημένα. 

γ) Προφανώς είναι εξαρτημένα αφού 0
)(
)(

)(
)()/( =

∅
==

BP
P

BP
ABPBAP . 

δ) Εκφράζουν τις πιθανότητες των τιμών μιας τυχαίας μεταβλητής Χ  με 
),3(~ αBX . Δηλαδή τις πιθανότητες )1(),2(),3( === XPXPXP  και )0( =XP . 

Το άθροισμα προφανώς είναι ίσο με 1. 


