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 Εργασία 

Ηµεροµηνία Αποστολής: 1/3/2010 

 

Άσκηση 1 

Να αποδείξετε ότι η δυναµική ενέργεια της βαρύτητας σώµατος µάζας m που βρίσκεται σε 

απόσταση y από την επιφάνεια της Γης, είναι 

U ≈ -m g Re + m g y 

όπου g = G M / (Re)
2
 η επιτάχυνση της βαρύτητας και Re η ακτίνα της Γης, εφ’ όσον y/ Re  <<1.  

Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε τη σχέση ανάπτυξης σε σειρά, κρατώντας µόνο το πρώτο όρο της 

σειράς και για n = -1. 
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Λύση 

Η δυναµική ενέργεια της βαρύτητας για σώµα µάζας m  σε απόσταση r  από το κέντρο της Γης (r > 

Re), δίνεται από τη σχέση 

r

GmM
rU −=)(  

όπου Μ η µάζα της Γης. Αυτή για το συγκεκριµένο πρόβληµα γράφεται: 
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∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε Re, παίρνουµε 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση ανάπτυξης σε σειρά της υπόδειξης για n = -1, προκύπτει: 
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Αφού y/ Re  <<1 ο τρίτος όρος µέσα στην παρένθεση µπορεί να αγνοηθεί, οπότε µε πράξεις εύκολα 

προκύπτει η προς απόδειξη σχέση. 
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Άσκηση 2 

 

Μια χάντρα µπορεί να γλιστρήσει µε  αµελητέα τριβή σε ένα σύρµα που κάµπτεται σε 

κυκλικό βρόχο ακτίνας 15,0 cm, όπως στο σχήµα. Ο κύκλος είναι πάντα σε ένα κατακόρυφο 

επίπεδο και περιστρέφεται σταθερά γύρω από την κάθετη διάµετρό του µε (α) περίοδο 0,450 s. Η 

θέση της χάντρας περιγράφεται από τη γωνία, την οποία σχηµατίζει µε την κατακόρυφο η ακτίνα, 

από το κέντρο του βρόχου προς τη χάντρα. Σε ποια γωνία επάνω από το κατώτατο σηµείο του 

κύκλου µπορεί η χάντρα να παραµείνει ακίνητη σε σχέση µε τον περιστρεφόµενο κύκλο; (β) 

Επαναλάβετε το πρόβληµα εάν η περίοδος του περιστρεφόµενου κύκλου  είναι 0,850 s.  

 

 
Λύση 

 

 (α)    Η χάντρα περιστρέφεται σε κύκλο ακτίνας sinr R θ=  µε ταχύτητα  

2 2 sinr R

T T

π π θ
υ = =  

Η κάθετη δύναµη έχει µια  

Ν 
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προς τα µέσα ακτινική συνιστώσα Νsinθ 

προς τα πάνω συνιστώσα Ncosθ 

cos 0
cos

y y

mg
F ma N mg Nθ

θ
= ⇒ − = ⇒ =∑  

Οπότε 

22 2 sin
sin sin

cos sin
x

mg m R
F N m

r R T

υ π θ
θ θ

θ θ
   = = ⇒ =   
   

∑  

που τελικά δίνει 

2

2

sin 4 sin

cos

g R

T

θ π θ
θ
=  

και  έχει δύο λύσεις:                          

2

2

sin 0 0

cos
4

gT

R

και

θ θ

θ
π

= → =

=

 

Αν  R = 15.0cm  και  T = 0.450s, η δεύτερη λύση δίνει 

2 2

2

(9.80 / )(0.450 )
cos 0.335 70.4

4 (0.150 )

om s s

m
θ θ

π
= = ⇒ =  

Έτσι, σε αυτή την περίπτωση η χάντρα παραµένει ακίνητη στο σύρµα στις δύο θέσεις θ = 70
ο
 

και  θ = 0
ο
  

(β)   Στην περίπτωση αυτή έχουµε  

2 2

2

(9.80 / )(0.850 )
cos 1.20

4 (0.150 )

m s s

m
θ

π
= = που είναι αδύνατη   (αφού  cosθ>1) 

Σε αυτή την περίπτωση, η χάντρα παραµένει  στο κατώτατο σηµείο του συρµάτινου 

κυκλικού βρόχου, θ = 0
ο
. Η περιστροφή του βρόχου πρέπει να είναι ταχύτερη από κάποια ορισµένη 

τιµή  κατωφλίου προκειµένου η χάντρα να κινηθεί αποµακρυνόµενη από την κατώτατη θέση.  

 

Άσκηση 3 

 

Ένα παιδί µάζας m ταλαντώνεται σε µια κούνια που υποστηρίζεται από δύο αλυσίδες, κάθε 

µία µήκους R. Εάν η τάση κάθε αλυσίδας  στο χαµηλότερο σηµείο είναι T, βρείτε (α) την ταχύτητα 

του παιδιού στο χαµηλότερο σηµείο και (β) τη δύναµη που ασκείται από το κάθισµα στο παιδί στο 

χαµηλότερο σηµείο. (Αγνοείστε τη µάζα του καθίσµατος.)  
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Εφαρµογή: m = 40 Kg, R=3m, T=350N. Θεωρείστε g = 9.8 m/s
2
 

 

Λύση: 

(α)   Όταν η κούνια είναι στο χαµηλότερο σηµείο, οι δυνάµεις που ασκούνται στο  σύστηµα «παιδί 

– κάθισµα» δρουν µόνο κατά τον άξονα y και είναι: 

 

2

2

( ) 2 ( 0)

2 2

y y
F m m a T m g m

R

T T
R g R g

m m

κ

υ

υ υ

= + ⇒ − + = ⇒

   = − ⇒ = −   
   

∑
            (1) 

όπου mk η µάζας του καθίσµατος, η οποία σύµφωνα µε την εκφώνηση είναι µηδενική. 

(β)  Οι δυνάµεις που δρουν στο παιδί µόνο είναι:  

2

y yF ma N mg m
R

υ
= ⇒ − =∑

 

Αλλά από τα προηγούµενα   2 2T
R g

m
υ  = − 

 
 

Οπότε:      
2

2
T

N m g g T
m

 = + − = 
 

           (2) 

Εφαρµογή: 

Από την (1) µε τα δεδοµένα του προβλήµατος προκύπτει αναλυτικά 
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2

2

2 22

2 2

2 350
3 9.8 / 3(17.5 9.8 )

40

52.5 29.4 23.1 4.81

N mN m
m m s

Kg kg s

m
mKg

m m ms

kg s s s

υ
 ⋅

= − = − = 
 

= − = =

 

 

Από τη (2) προκύπτει 

2
2 2 350 700

T
N m g g T N N

m

 = + − = = ⋅ = 
 

. 

 

Άσκηση 4 

Ένα βλήµα µάζας 12 kg εκτοξεύεται υπό γωνία 55
o
 πάνω από την οριζόντια διεύθυνση µε 

αρχική ταχύτητα 150 m/s. Όταν βρίσκεται στο µέγιστο ύψος της τροχιάς του, το βλήµα εκρήγνηται 

και σπάει σε 2 κοµµάτια, το ένα µε µάζα τριπλάσια της µάζας του άλλου. Τα 2 θραύσµατα φτάνουν 

στο έδαφος την ίδια χρονική στιγµή. Το βαρύτερο θραύσµα προσγειώνεται ακριβώς στο σηµείο 

εκτόξευσης. Που θα προσγειωθεί το άλλο θραύσµα και πόση ενέργεια εκλύθηκε κατά την έκρηξη; 

Υποθέστε ότι το έδαφος είναι οριζόντιο και δεν υπάρχει αντίσταση του αέρα, ( 29,8g ms−= ). 

Λύση 

Τα δυο θραύσµατα έχουν µάζες 3.00 kg και 9.00 kg. Γνωρίζουµε ότι ο χρόνος ανόδου στο 

µέγιστο σηµείο της τροχιάς είναι ίδιος ακριβώς µε τον χρόνο καθόδου ως το έδαφος.  
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Για να βρούµε τον χρόνο ανόδου εξετάζουµε την κίνηση κατά την κατακόρυφο y διεύθυνση 

λαµβάνοντας υπόψη ότι στο µέγιστο σηµείο της τροχιάς η y συνιστώσα της ταχύτητας µηδενίζεται, 

άρα. 

0

2

sin

0 (150 m s )sin 55.0 9.8 m s

12.5 s.

y y

a

a

v v gt

t

t

ο

= θ−

= −

=

 

Εάν το βλήµα συνέχιζε την πορεία του θα έφτανε στο έδαφος σε απόσταση ίση µε το 

βεληνεκές, R, δηλαδή  

02 t cos55 2 12,5 150 / 0,57 2150,9oR s m s mα= ν = ⋅ ⋅ ⋅ = . 

Μετά τη έκρηξη το σύστηµα των δύο θραυσµάτων θα συµπεριφέρεται έτσι ώστε το κέντρο 

µάζας του να συµπίπτει, κάθε χρονική στιγµή, µε τη θέση του βλήµατος εάν δεν εκρήγνητο. 

Συνεπώς τη στιγµή της πρόσκρουσης το βλήµα θα βρίσκονταν στη θέση x=R ενώ το ένα θραύσµα 

στη θέση x=0 και το άλλο στη θέση x3. Για να είναι το κέντρο µάζας τους στη θέση R, από τον 

ορισµό του κέντρου µάζας θα έχουµε: 

( ) ( )9 3 9 99 9 3 3
9 3 9 9 3 3 3

9 3 3

2150,9 12 0 9 2150,9 12
8603,6 .

3 3

R m m x mx m x m
R R m m x m x m x

m m m

m kg m kg m kg
m

kg kg

+ −+
= ⇒ + = + ⇒ = ⇒

+

⋅ − ⋅ ⋅
= =

 

Άλλος τρόπος: Το βαρύτερο θραύσµα ταξιδεύει πίσω προς το σηµείο εκτόξευσης, για να συµβεί 

αυτό πρέπει στο σηµείο της έκρηξης να έχει ακριβώς την αντίθετη ταχύτητα. 

 86.0  55 cos )sm (150   cos0 ==θ= οvvx  sm προς τα αριστερά (πίσω), αυτή συµβολίζεται µε .9v  

Βρίσκουµε τώρα και την 
3v  χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της ορµής κατά τη στιγµή της 

έκρηξης. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 3 3 9 9

3

3

cos

12 kg 86,0 m s 3 kg 9kg 86,0 m s

602,3m s

Mv m v m v

v

v

θ = +

= + −

=

 

Από αυτό το σηµείο η κίνηση του θα διαρκέσει χρόνο tα έως ότου συγκρουστεί µε το 

έδαφος. Συνεπώς η συνολική απόσταση που θα διανύσει είναι: 

3 3/ 2 (86,0  m s)(12,5 s) (602,3m s)(12,5) 8603,7x R t mα= + ν = + =  

3 8603,7m x = από το σηµείο εκτόξευσης. 

Ενέργεια που ελευθερώθηκε = Κ. Ενέργεια µετά την έκρηξη – Κ. Ενέργεια πριν την έκρηξη 
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2 2 2

3 3 9 9 3 9 9

2 2

2

5

1 1 1
m m ( )

2 2 2

1 1
(3 kg)(602,3  m s) (9 kg)(86,0  m s)

2 2

1
      (12 kg)(86,0  m s)

2

5,33 10  J

E v v m m v= + − +

= +

−

= ×

 

 

Άσκηση 5  

α. Ένα παιδί που έχει µάζα 45kg στέκεται στο ένα άκρο µιας βάρκας µήκους 3m η οποία έχει 

µάζα 60 kg. Το παιδί και η βάρκα είναι ακίνητα και κάποια χρονική στιγµή το παιδί αρχίζει 

να βαδίζει αργά έως ότου φτάσει στο άλλο άκρο της βάρκας. Κατά πόση απόσταση 

µετατοπίζεται η βάρκα κατά την κίνηση αυτή του παιδιού αν υποθέσουµε ότι η βάρκα 

κινείται στο νερό χωρίς αντίσταση; 

β.  Ένα βιβλίο βρίσκεται  πάνω  σε τραπέζι του οποίου η επιφάνεια δεν είναι εντελώς λεία. 

Θέλουµε το βιβλίο να παραµείνει ακίνητο ως προς το τραπέζι όταν αυτό περιστρέφεται µε 

20 στροφές/min. Το βιβλίο βρίσκεται σε απόσταση 1.5m από τον άξονα περιστροφής που 

υποτίθεται κατακόρυφος. Πόσος πρέπει να είναι ο συντελεστής τριβής; Να σηµειωθούν οι 

δυνάµεις  που δρουν στο βιβλίο και να γίνει ο υπολογισµός (i) για αδρανειακό παρατηρητή 

και (ii) για περιστρεφόµενο παρατηρητή. 

Λύση  

α. 

 

 

Το παιδί και η βάρκα βρίσκονται αρχικά στη θέση Α. Το κέντρο µάζας, ΚΜ βρίσκεται στο 

σηµείο που υποδεικνύεται στο σχήµα. Το σύστηµα είναι αποµονωµένο, αφού δεν υπάρχει 

αντίσταση στην κίνηση της βάρκας, άρα δεν υπάρχει εξωτερική δύναµη στο σύστηµα και συνεπώς 

το κέντρο µάζας θα παραµείνει ακίνητο κατά την µετάβαση από την θέση Α στην θέση Β. 
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Επιλέγουµε λοιπόν ως αρχή του άξονα της κίνησης το ΚΜ. Στη θέση Α έχουµε: 

1 2

1 20
m x m x

m x m x
m m

π β
π β

π β

−
= ⇒ =

+
και  1 2 / 2x x l+ = όπου ,m mπ β είναι οι µάζες του παιδιού και της 

βάρκας ενώ το / 2l  είναι 1,5 m. Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει 

1 20,857  και 0,643x m x m= = . Στη θέση Β το ΚΜ του συστήµατος παραµένει ακίνητο οπότε το 

σύστηµα έχει λάβει την θέση που φαίνεται στο σχήµα. Παρατηρούµε ότι το κέντρο βάρους της 

βάρκας βρίσκεται τώρα κατά απόσταση 2x αλλά προς την αρνητικά του άξονα της κίνησης. Το 

κέντρο βάρους έχει µετατοπιστεί λοιπόν κατά 
22  1,286x m⋅ = . 

Εναλλακτική λύση: 

 

Το παιδί και η βάρκα βρίσκονται αρχικά στη θέση Α. Το κέντρο µάζας, ΚΜ βρίσκεται στο 

σηµείο που υποδεικνύεται στο σχήµα. Το σύστηµα είναι αποµονωµένο, αφού δεν υπάρχει 

αντίσταση στην κίνηση της βάρκας, άρα δεν υπάρχει εξωτερική δύναµη στο σύστηµα και συνεπώς 

το κέντρο µάζας θα παραµείνει ακίνητο κατά την µετάβαση από την θέση Α στην θέση Β.  

Θέση Α: 

1 1( )
2

B
B B

KM

B B

l
m x m x

m x m x
x

m m m m

Π
Π Π

Π Π

− ++
= =

+ +
                         (1) 

Θέση Β: 

2 2( )
2

B
A B B

KM

B B

l
m x m x

m x m x
x

m m m m

Π
Π

Π Π

+ ++
= =

+ +
                            (2) 

Η µετακίνηση της βάρκας προς τα αριστερά είναι:           1 2
x x x= −                      (3) 

Εξισώνοντας τις (1) και (2) και λαµβάνοντας υπόψη την (3) προκύπτει: 
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1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( )
2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( (3))
2 2

( )

45 135
3 1.286

105 105

B B

A B B

B

B B

B

l l
m x m x m x m x

l l
m x m m x m x m m x

l l
m x x m x x m m l έ

m x m x m l x m m m l

m Kg
x l m m m

m m Kg

Π Π

Π Π Π

Π Π Π

Π Π Π Π

Π

Π

− + = + + ⇒

− + = + + ⇒

− + − = + = µ σω της ⇒

+ = ⇒ + = ⇒

= = = =
+

 

β. 

  

  

 

 

(i) Αδρανειακός Παρατηρητής: Ίδε σχήµα (α) 

 

Το βιβλίο κάνει κυκλική κίνηση οπότε η συνισταµένη των δυνάµεων θα είναι κεντροµόλος.  

Στο σώµα δρουν: Το βάρος W = mg και η κάθετη δύναµη Ν από το τραπέζι.  Άρα, για να παραµένει 

ακίνητο το σώµα κατά την περιστροφή του τραπεζιού πρέπει να υπάρχει και τριβή, Τ,  η οποία θα 

παίζει το ρόλο κεντροµόλου δύναµης. Οπότε 

 

2
2

0 : 0 (1)

: (2)

y

x r

F N mg

F ma T m T m r
r

υ
ω

= ⇒ − =

= ⇒ = ⇒ =

∑

∑
 

            Αλλά        
(1)

s sT T N mgορ µ µ≤ = =      οπότε η (2) γράφεται 

 
2

2 .... 0.67s s

r
m r mg

g

ω
ω µ µ≤ ⇒ ≥ = =  

(α) (β) 
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(ii) Μη αδρανειακός Παρατηρητής:  Ίδε σχήµα (β) 

 

Ως προς αυτόν τον παρατηρητή το βιβλίο ηρεµεί οπότε  στο σώµα δρουν: Το βάρος W = mg 

και η κάθετη δύναµη Ν από το τραπέζι, η τριβή Τ και η µη αδρανειακή δύναµη (φυγόκεντρος 

δύναµη)     2

oF m rω= −

 

Οπότε:  

2

0 : 0 (3)

0 : 0 (4)

y

x o o

F N mg

F T F T F m rω

= ⇒ − =

= ⇒ − = ⇒ = =

∑
∑

 Όµως  
(1)

s sT T N mgορ µ µ≤ = =    οπότε  

2
2 .... 0.67

s s

r
m r mg

g

ω
ω µ µ≤ ⇒ ≥ = =  

δηλ. αποτέλεσµα όµοιο µε το προηγούµενο. 

 

Άσκηση 6 

Απλό εκκρεµές αποτελείται από ένα βαρίδι µάζας m1 που κρέµεται από ένα σκοινί 

αµελητέας µάζας. Το βαρίδι ανυψούται σε ύψος h0 (σε σχέση µε θέση ισορροπίας) και αφήνεται 

ελεύθερο να εκτελέσει κυκλική κίνηση. Στην κατώτερη θέση της τροχιάς συγκρούεται µε ακίνητη 

µάζα m2 σε τραπέζι χωρίς τριβή. 

α.  Βρείτε την ταχύτητα του βαριδιού στην κατώτερη θέση της τροχιάς υ0, ακριβώς πριν 

συγκρουστεί. 

β. Υποθέστε ότι η σύγκρουση είναι ελαστική και ότι το βαρίδι µετά την σύγκρουση 

κινείται στην αντίθετη κατεύθυνση µε ταχύτητα ίδια (όσον αφορά το µέτρο) µε της 

µάζας m2. Βρείτε την µάζα m2. 

γ. Υποθέστε ότι η σύγκρουση είναι πλαστική και ότι το βαρίδι κολλάει πάνω στην 

µάζα και το συσσωµάτωµα βαρίδι-µάζα συνεχίζει την κυκλική τροχιά. Ποια είναι η 

ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την σύγκρουση;  

δ. Σε ποιο ύψος hmax θα ανέλθει το συσσωµάτωµα µετά την σύγκρουση; 
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Λύση 

α.  Η ταχύτητα του βαριδιού βρίσκεται εύκολα από την διατήρηση της ενέργειας: 

2 2

1 0 1 0 0 0 0 0

1
2 2

2
m m gh gh ghυ υ υ= ⇒ = ⇒ =  

β. Από την διατήρηση της ορµής αλλά και της κινητικής ενέργειας έχουµε δύο εξισώσεις µε 

δύο αγνώστους, υf και m2: 

 1 0 2 1 2 1( )
f f f

m m m m mυ υ υ υ= − = −     (1) 

2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 2 1 0 1 2 1 2

1 1 1
( )

2 2 2
f f f f f

m m m m m m m mυ υ υ υ υ υ υ= + ⇒ = + = +  (2) 

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (1) και (2) έχουµε: 

2 2 21 2 1 2
1 0 1 0 1 2 2 12 2

2 1 2 1

( ) ( )
1 ( 3 ) 0

( ) ( )

m m m m
m m m m m m

m m m m
υ υ

+ +
= ⇒ = ⇒ − =

− −
 (3) 

Η µη τετριµµένη λύση είναι  

m2 = 3m1 

 Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1) την τιµή της m2 βρίσκουµε την ταχύτητα υf: 

 
0

2
f

υ
υ =  

γ. Στην πλαστική κρούση έχουµε: 
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'

1 0 1 2( ) fm m mυ υ= +        (4) 

 
' ' 1 0 1 0 0

1 0 1 2

1 2 1 1

( )
3 4

f f

m m
m m m

m m m m

υ υ υ
υ υ υ= + ⇒ = = =

+ +
   (5) 

 Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος είναι µισή από την περίπτωση της ελαστικής κρούσης 

του προηγούµενου ερωτήµατος. 

δ. Από την διατήρηση της ενέργειας µετά την συσσωµάτωση έχουµε: 

 

2

'2 0
1 2 max 1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2 4
f

m m gh m m m m
υ

υ  + = + = +  
 

   (6) 

Λύνοντας την εξίσωση (6) ως προς hmax έχουµε τελικά: 

 

2

0
max 0

1

32 16
h h

g

υ
= =  

 

Άσκηση 7 

∆ύο σφαίρες µε µάζες 5 και 10 Kg, και ταχύτητες 2 και 3 m/s, αντίστοιχα, κινούνται κατά 

µήκος των αξόνων x και y (ίδε σχήµα) και στην αρχή των αξόνων (0,0) συγκρούονται και 

συσσωµατώνονται. Βρείτε το µέτρο και την διεύθυνση της ταχύτητας µετά την σύγκρουση. 

 

Λύση 

Η σύγκρουση είναι προφανώς ανελαστική. Οι δύο άγνωστες παράµετροι είναι η τελική 

ταχύτητα και η γωνία θ. Υπάρχουν όµως δύο εξισώσεις διατήρησης της ορµής στους άξονες x και y 

και συµβολίζοντας µε m1=5 Kg και m2=10 Kg (m1 + m2 = Μ), vf = τελική ταχύτητα, v1=2 m/s και 

v2=3 m/s έχουµε: 
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x: m1v1=(m1+m2)vfcosθ      (1) 

y: m2v2=(m1+m2)vfsinθ      (2) 

από τις οποίες προκύπτει: 

1 1

1 2

5( ) 2( / ) 10 2
cos ( / )

( ) (5 10) 15 3
f

m v Kg m s
v m s

m m Kg
θ

⋅
= = = =

+ +
  (3) 

2 2

1 2

10( ) 3( / ) 30
sin 2( / )

( ) (5 10) 15
f

m v Kg m s
v m s

m m Kg
θ

⋅
= = = =

+ +
  (4) 

 ∆ιαιρώντας την (4) µε την (3) έχουµε: 

 o 
sin 2

3 tan 3 71,6
cos (2 / 3)

f

f

v

v

θ
θ θ

θ
= = ⇒ = ⇒ =  

Αντικαθιστώντας στην (3) ή στην (4) την τιµή του sinθ ή cosθ µε την γνωστή πλέον τιµή του 

βρίσκουµε την τελική ταχύτητα vf: 

 vf = 2,11m/s, µε γωνία θ = 71,6
ο
 ως προς τον άξονα x. 

 

Άσκηση 8  

∆υο αλληλεπιδρώντα σωµατίδια σχηµατίζουν ένα αποµονωµένο σύστηµα του οποίου το 

κέντρο µάζας είναι ακίνητο (σε ηρεµία). Το επόµενο σχήµα δείχνει τις θέσεις των δυο σωµατιδίων 

κάποια ορισµένη χρονική στιγµή, καθώς και την τροχιά του σωµατιδίου 1 µάζας m1. Να σχεδιάσετε 

την τροχιά του σωµατιδίου 2 µάζας  m2 εάν 
1

2
2

m
m = .  
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Λύση 

Καθώς το αποµονωµένο σύστηµα των 2 σωµατιδίων είναι αρχικά σε ηρεµία το Κέντρο 

Μάζας (ΚΜ) του συστήµατος θα παραµένει σε ηρεµία. Επιπλέον καθώς 1
2

2

m
m = η θέση του ΚΜ  

θα βρίσκεται προφανώς επί της ευθείας που ενώνει τα δυο σωµατίδια και στo σηµείο C όπου η 

αποστάσεις  x1 και x2   έχουν την σταθερή σχέση 1 2
1 1 2 2 2 1

2 1

1
2

2

x m
x m x m x x

x m
= ⇒ = = ⇒ =  . 

Επιπροσθέτως η ολική ορµή του συστήµατος στο σύστηµα του ΚΜ είναι κάθε στιγµή µηδέν, άρα 

1 2 1 1 2 2p p m mυ υ= − ⇒ = −
� �� �

και εποµένως οι ταχύτητες των δυο σωµατιδίων κατευθύνονται σε 

αντίθετες διευθύνσεις. Λαµβάνοντας αυτά υπόψη η ζητούµενη τροχιά είναι η σχεδιασµένη στο 

σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση 9 

Σε ένα σύστηµα αναφοράς Κ δυο σωµατίδια ταξιδεύουν κατά µήκος του άξονα x και έχουν 

µάζες 1 2     m mκαι και ταχύτητες  1 2     υ και υ
� �

, αντίστοιχα. Να βρείτε :  

(a) Την ταχύτητα V
�

του συστήµατος αναφοράς K' στο οποίο η συνολική κινητική ενέργεια αυτού 

του συστήµατος είναι ελάχιστη.  

(b) Τη συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος στο σύστηµα αναφοράς K’.  

Λύση 

(a) Η ολική κινητική ενέργεια στο σύστηµα K' είναι: 2 2

1 1 2 2

1 1
( ) ( )

2 2
T m V m V′ = υ − + υ −

� �

� �

 

Αυτή έχει ελάχιστο ως προς V
�

, όταν 0
T

V

′∂
=

∂
� , δηλ. 1 1 2 2( ) ( ) 0m V m Vυ − + υ − =

� �

� �

. Από αυτή 

προσδιορίζουµε το 1 1 2 2

1 2

c

m m
V

m m

υ + υ
= = υ

+

� �

�

�

Από αυτό προκύπτει ότι 1 1 2 2

1 2

c

m r m r
r

m m

+
=

+

� �

�

. 
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Συνεπώς το σύστηµα αυτό είναι το σύστηµα του κέντρου µάζας. 

(b) Η γραµµική ορµή του σωµατιδίου 1 στο σύστηµα αναφοράς K’ είναι: 

' 1 2
1 1 1 1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( )c

m m
p m

m m
υ υ υ υ µ υ υ= − = − = −

+
� � � � � ��

 

Όπου βεβαίως 1 2

1 2

m m

m m
µ =

+
= ανηγµένη µάζα (ανηγµένη = παθητική µετοχή του ρήµατος ανάγοµαι 

και «ανηγµένη µάζα» σε αντιπαράθεση µε την «πραγµατική µάζα» ή reduced mass στην διεθνή 

ορολογία), παράµετρος µε µονάδα µάζας που θα δείτε συχνά σε συστήµατα κίνησης, κρούσεων, 

κ.λ.π., δύο σωµάτων. Για περισσότερες λεπτοµέρειες ψάξτε στο Google. 

Παροµοίως '

2 1 2( )p µ υ υ= −
� ��

. 

Η κινητική ενέργεια είναι 

'2 '2
2' ' 1 2

1 2 1 2

1 2

1
'

2 2 2

p p
T T T

m m
µ υ υ= + = + = −

� �

� �

 

 

Άσκηση 10 

Ελατήριο δεν ακολουθεί το νόµο του Hooke. Η δύναµη (σε Newton) που αυτό ασκεί όταν 

εκτείνεται κατά x (σε m) έχει µέτρο 52,8 x + 38,4 x
2
, σε κατεύθυνση αντίθετη από εκείνη της 

επιµήκυνσης. (α) Υπολογίστε το απαιτούµενο έργο ώστε να εκταθεί το ελατήριο από x = 0,522 m 

σε x = 1,34 m. (β) Με το ένα άκρο του ελατηρίου σταθερό, ένα σώµα µάζας 2,17 kg προσδένεται 

στο άλλο άκρο του, ενώ αυτό έχει τεντωθεί κατά 1,34 m. Το σώµα αφήνεται από την ηρεµία. 

Υπολογίστε την ταχύτητά του τη στιγµή κατά την οποία το ελατήριο έχει επιστρέψει στη θέση 

x=0,522 m. 

Λύση 

(α) Το έργο της δύναµης στην περίπτωση αυτή θα είναι  

( ) ( )

2
2 2

1 1 1

2 3
2

2 2 3 3

(52,8 38, 4 ) 52,8 38,4
2 3

52,8 38,4
1,34 0,522 1,34 0,522 69, 2

2 3

xx x

x x x

x x
W Fdx x x dx

J

 
= = + = + 

 

= − + − =

∫ ∫
 

(β)  Στη θέση x = 1,34 m, το σύστηµα ελατήριο – σώµα έχει ταχύτητα µηδέν. Άρα η µηχανική 

ενέργεια του συστήµατος είναι µόνο η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου, δεδοµένου ότι αυτό είναι 

εκτεταµένο, η οποία θα είναι ίση µε W + Ui, όπου Ui, η όποια δυναµική ενέργεια µπορεί να είχε το 

ελατήριο στη θέση x = 0,522 m. 
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Όταν το σύστηµα επανέλθει στη θέση x = 0,522 m, τότε το ελατήριο θα έχει δυναµική 

ενέργεια ίση µε Ui και το σώµα θα έχει κινητική ενέργεια ίση µε (m u2)/2, όπου u η ζητούµενη 

ταχύτητα. Εποµένως η µηχανική ενέργεια του συστήµατος ελατήριο – σώµα, θα είναι Ui + (m u
2
)/2.  

Από την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας έχουµε  

W + Ui = Ui + (m u2)/2 άρα u = (2 W / m )1/2,   

από την οποία µε αριθµητική αντικατάσταση προκύπτει  

u = (2 × 69,2 J / 2,17 kg )
1/2

= 7,99 m/s. 

 


