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ΦΥΕ-14, 2009-10, Εργασία 5
η
 

Παράδοση  16/5/2010 

 

___________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Απιό εθθξεκέο κήθνπο L έρεη ζην άθξν ηνπ ζθαηξίδην 

ππθλόηεηαο ξζ θαη όγθνπ V. Όιν ην ζύζηεκα βπζίδεηαη 

ζε κεγάιν δνρείν κε πγξό ππθλόηεηαο ξπ. Αθήλνπκε ην 

ζύζηεκα λα θάλεη κηθξέο ηαιαληώζεηο γύξσ από ηε 

ζέζε ηζνξξνπίαο ζεσξώληαο ηελ αληίζηαζε ηνπ πγξνύ 

ακειεηέα. H επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο είλαη g. 

 

1)Να βξεζνύλ ε θπθιηθή ζπρλόηεηα θαη ε πεξίνδνο ηεο 

θίλεζεο ηνπ ζθαηξηδίνπ θαη λα γίλεη δηεξεύλεζε ηεο 

θίλεζεο γηα α) ξζ > ξπ, β) ξζ = ξπ θαη γ) ξζ < ξπ. 

 

2)Να γίλεη ην ίδην αλ ππάξρεη αληίζηαζε από ην πγξό ίζε κε -bu, όπνπ u είλαη ε ηαρύηεηα ηνπ 

ζθαηξηδίνπ b . 

 

ΛΤ΢Η 

1. Έζησ ζ ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ην λήκα κε ηελ θαηαθόξπθν. 

α)   Αλ ξζ > ξπ 
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β)   Αλ ξζ = ξπ 
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γ)   Αλ ξζ < ξπ 
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2. 

α)   Αλ ξζ > ξπ 
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β)   Αλ ξζ = ξπ 

ην ζώκα βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε αδηάθνξεο ηζνξξνπίαο 

 

γ)   Αλ ξζ < ξπ 
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ΑΣΚΗΣΗ 2 

΢ε ιεία νξηδόληηα επηθάλεηα βξίζθεηαη αθίλεην όρεκα κάδαο Μ, 

πάλσ ζην νπνίν είλαη ηνπνζεηεκέλν απιό εθθξεκέο κήθνπο L θαη 

κάδαο m. Δθηξέπνπκε ην εθθξεκέο θαηά κηθξή γσλία ζ θαη ην 

αθήλνπκε ειεύζεξν. Να βξεζνύλ ηα πιάηε ηεο ηαιάλησζεο ηνπ  

νρήκαηνο θαη ηνπ εθθξεκνύο θαη νη κέγηζηεο ηαρύηεηέο ηνπο. 

 

Τπόδεημε: γηα κηθξέο γσλίεο ηζρύεη όηη sinθ=θ θαη cosθ=1-(θ
2
/2) 

 

ΛΤ΢Η 

 

Δπεηδή ην άζξνηζκα ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ πνπ 

αζθνύληαη ζην ζύζηεκα ησλ ζσκάησλ είλαη κεδέλ ην 

θέληξν κάδαο δελ θηλείηαη ελώ θαη ην άζξνηζκα ησλ νξκώλ 

ησλ δύν ζσκάησλ είλαη κεδέλ ζε θάζε ζηηγκή. Αλ X0 ,Y0 
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0 0 0 0sin (3)X Y L X Y L       
Λόγσ ηεο εθηξνπήο ην απιό εθθξεκέο έρεη δπλακηθή ελέξγεηα πνπ ζα είλαη ίζε κε ηελ κέγηζηε 

θηλεηηθή ησλ δύν ζσκάησλ 
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ΑΣΚΗΣΗ 3 

1. Βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηεο κεραληθήο ελέξγεηαο ζε αξκνληθή ηαιάλησζε κε 

απόζβεζε, ζπλαξηήζεη ηνπ ζπληειεζηή απόζβεζεο b θαη ηεο ηαρύηεηαο π. 

 

2. Δθθξεκέο κήθνπο L θαη κάδαο m αθήλεηαη από αξρηθή γσλία 15.0𝜊  . Μεηά από 1000s ην 

πιάηνο ηεο θίλεζεο ηνπ έρεη κεησζεί ζηηο 5.5𝜊 .  Αλ b είλαη ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο, λα 

βξεζεί ε ηηκή ηνπ b/2m. 

 

3. ΢ώκα βάξνπο 0.150kg θξέκεηαη από έλα αβαξέο ειαηήξην ζηαζεξάο 6.30N/m . ΢ην ζώκα 

αζθείηαη εκηηνλνεηδήο δύλακε πιάηνπο 1.70Ν. Γηα πνηα ζπρλόηεηα ηεο δύλακεο ζα έρεη ε 

ηαιάλησζε ηνπ ζώκαηνο πιάηνο 0.440m; (Αγλνείζηε ηηο ηξηβέο). 

 

 

ΛΤ΢Η 

1.  Η νιηθή ελέξγεηα είλαη  . Θεσξνύκε ηελ ρξνληθή παξάγσγν θαη 

έρνπκε: . Από ηελ εμίζσζε (1.64) ηνπ ηόκνπ Γ’ πνπ δηαλέκεηαη έρνπκε 

  θαη επνκέλσο  .  Άξα  

 

 

 

2.  Έρνπκε  θαη . Αθόκα  θαη επνκέλσο αθνύ 
𝑥1000

𝑥𝑖
=

𝐿𝜃1000

𝐿𝜃𝑖
 έρνπκε 
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3. Σν πιάηνο ηεο εμαλαγθαζκέλεο ηαιάλησζεο είλαη ηεο κνξθήο (b=0):   

 

 . 

 

Δπνκέλσο 

 

κε ιύζεηο     ή . Οη αληίζηνηρεο ζπρλόηεηεο  

είλαη  

          θαη    

 

___________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 4 

Αληηθείκελν κάδαο 10.6kg ηαιαληώλεηαη ζην άθξν θαηαθόξπθνπ ειαηεξίνπ κε ζηαζεξά 

2.05 × 104𝛮/𝑚. Ο ζπληειεζηήο απόζβεζεο ιόγσ ηξηβήο ηνπ αέξα είλαη 𝑏 = 3.00𝛮 ∙ 𝑠/𝑚 .  

α. Βξείηε ηελ ζπρλόηεηα ηεο  ηαιάλησζεο.  

β. Καηά πνην πνζνζηό κεηώλεηαη ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο ζε θάζε πεξίνδν;  

γ. Βξείηε ηνλ ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα κεησζεί ε ελέξγεηα ζην 5% ηεο αξρηθήο ηηκήο ηεο. 

 

 

ΛΤ΢Η 

Η ζπρλόηεηα ρσξίο απόζβεζε ζα ήηαλ  

 
 

θαη f = ω/2π = 44/2π = 7.00 Hz 

 

α. Με απόζβεζε: 

 

β. ΢ε κηα πεξίνδν   ην πιάηνο κεηαβάιιεηαη από 𝛢0 ζε θαη ε πνζνζηηαία 

κείσζε είλαη  

 
 

γ. Η κέζε ηηκή ηεο ελέξγεηαο είλαη θαηά πξνζέγγηζε αλάινγε  κε ην ηεηξάγσλν ηνπ πιάηνπο 

(ε κέζε ηηκή ζε κία πεξίνδν όξσλ αλάινγσλ κε πεξηηηέο δπλάκεηο εκηηόλσλ ή ζπλεκηηόλσλ 

κεδελίδεηαη). Άξα έρνπκε γηα ηελ κέζε ηηκή ηεο ελέξγεηαο 

 



5 

Απαηηνύκε 

 
 

ΤΠΟ΢ΗΜΔΙΧ΢Η 

Η αθξηβήο αλάιπζε δίλεη όηη ε ελέξγεηα ηεο ηαιάλησζεο είλαη: 

 
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   

 

Δίλαη εύθνιν λα δεη θαλείο όηη νη όξνη κέζα ζηελ αγθύιε είλαη κηα πεξηνδηθή ζπλάξηεζε κε 

κέζε ηηκή  1 θαη επνκέλσο ε κείσζε ηεο ελέξγεηαο νθείιεηαη ζηνλ εθζεηηθό όξν. Γηα 

παξάδεηγκα ε πξνζέγγηζε πνπ ρξεζηκνπνηνύκε δίλεη όηη ν ρξόλνο  γηα λα κεησζεί ε ελέξγεηα 

ζην 5% είλαη t=10.585s ελώ ε αθξηβήο ιύζε t=10.595s (δηαθνξά κηθξόηεξε ηνπ 1‰).     

 

___________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 5 

΢σκαηίδην κάδαο 𝑚 = 2 𝑘𝑔 θηλείηαη πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ 𝑥 θαη έιθεηαη πξνο ηελ αξρή Ο 

απν κία δύλακε 𝐹 = −8 ∙ 𝑥 ∙  𝑖  𝑁. Γηα 𝑡 = 0, 𝑥0 = 20 𝑚, 𝑣0 = 0 βξείηε: 

α) Σε δηαθνξηθή εμίζσζε ηεο θίλεζεο 

β) Σε ζέζε θαη ηελ ηαρύηεηα ηνπ ζσκαηηδίνπ ζαλ ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ 

γ) Σν πιάηνο θαη ηελ πεξίνδν ηεο ηαιάλησζεο. 

δ) Αλ ζην ζσκαηίδην επηδξά θαη δύλακε απόζβεζεο 𝐹𝑇 = 𝑏𝑣 = 4𝑣 (𝑁), όπνπ 𝑣 ε ηαρύηεηα, 

βξείηε ηα 𝑥 𝑡 θαη 𝑣(𝑡) θαη ζρεδηάζηε ηελ 𝑥 𝑡 . 
 

ΛΤ΢Η 

α) Ο  δεύηεξνο  Νόκνο ηνπ Newton  

𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= 𝑭 

δίλεη γηα ην πξόβιεκά καο 

𝟐
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝟖 𝒙 →

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟒 𝒙 = 𝟎 

δειαδή 𝝎 = 𝟐 𝒔−𝟏.   
 

β) Γηα ηελ ιύζε ηεο πξνεγνύκελεο ηελ παίξλνπκε ζηε κνξθή 

 

𝒙 = 𝑨𝐜𝐨𝐬 𝝎 𝒕 + 𝝋  
νπόηε 

𝒗 =  −𝑨 𝝎 𝐬𝐢𝐧 𝝎 𝒕 + 𝝋  
γηα 𝒕 = 𝟎 απηέο δίλνπλ: 

𝐀 𝐜𝐨𝐬 𝝋 = 𝟐𝟎

− 𝜜 𝝎 𝐬𝐢𝐧 𝝋 = 𝟎
→    

𝑨 = 𝟐𝟎 𝒎
𝝋 =  𝟎

  

όπνπ 𝒏 αθέξαηνο. 

Άξα  

 
𝒙 = 𝟐𝟎 𝐜𝐨𝐬   𝟐𝒕 𝒎

𝒗 =  −𝟒𝟎 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒕 
𝒎

𝒔
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γ)  Γείμακε πσο ην πιάηνο είλαη 𝑨 = 𝟐𝟎 𝒎. Δπίζεο, 

𝑻 =
𝟐𝝅

𝝎
=
𝟐𝝅

𝟐
= 𝝅 𝒔. 

 

δ)  Γηα ηελ πεξίπησζε απηή ν δεύηεξνο Νόκνο ηνπ Newton δίλεη: 

𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= −𝑭 − 𝑭𝑻 → 

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟒 𝒙 + 𝟐

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 = 𝟎. 

 

Γλσξίδνπκε πσο εμηζώζεηο ηεο κνξθήο  

 
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+ 𝟐𝜸

𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝝎𝟎

𝟐 𝒙 = 𝟎 

(όπνπ 𝜸 =
𝒃

𝟐𝒎
 ) έρνπλ ιύζεηο (εμ. (1.65) ηνπ βηβιίνπ) 

𝒙 = 𝑨𝟎𝒆
−𝜸𝒕 𝐜𝐨𝐬  𝝎𝒕 + 𝝋 ,  κε  𝝎 =  𝝎𝟎

𝟐 − 𝜸𝟐. 

 

Δπνκέλσο 𝜸 = 𝟏 𝒔−𝟏 θαη 𝝎𝟎 = 𝟐 𝒔−𝟏. 
 

Άξα ε δεηνύκελε ιύζε ζα είλαη ε 

𝒙 = 𝑨 𝒆−𝒕 𝐜𝐨𝐬 𝝎𝒕 + 𝝋 , όπνπ 𝝎 =   𝟑  𝒔−𝟏. 
 

Γηα ηελ ηαρύηεηα παίξλνπκε: 

𝒗 =
𝒅𝒙

𝒅𝒕
=  −𝑨𝒆−𝒕[𝐜𝐨𝐬 𝝎𝒕 + 𝝋 + 𝝎𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕 + 𝝋)]. 

Γηα 𝒕 = 𝟎 βξίζθνπκε: 

𝐀 𝐜𝐨𝐬 𝝋 = 𝟐𝟎

− 𝜜(𝐜𝐨𝐬 𝝋 +  𝝎𝐬𝐢𝐧 𝝋)  = 𝟎
→   

𝑨 =
𝟐𝟎

𝐜𝐨𝐬  
𝝅
𝟔 

≈ 𝟐𝟑. 𝟏 𝒎

𝝋 =  −𝝅/𝟔

  

Δπνκέλσο ηειηθά 

𝒙 = 𝟐𝟑. 𝟏 𝒆−𝒕 𝐜𝐨𝐬   𝟑𝒕 −
𝝅

𝟔
  𝒎, 

𝒗 = −𝟐𝟑. 𝟏 𝒆−𝒕 [𝐜𝐨𝐬   𝟑𝒕 −
𝝅

𝟔
 +  𝟑𝐬𝐢𝐧⁡( 𝟑𝒕 −

𝝅

𝟔
)]  

𝒎

𝒔
. 

 
________ 
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ΑΣΚΗΣΗ 6 

΢ε πιαηθόξκα κάδαο 𝑀, πνπ είλαη θξεκαζκέλε ζην άθξν ειαηεξίνπ ζηαζεξάο 𝑘, 

πέθηεη από ύςνο ℎ ζώκα κάδαο 𝑚 θαη θνιιάεη πάλσ ηεο. Τπνινγίζηε ην πιάηνο 

ησλ ηαιαληώζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

ΛΤ΢Η 

Δίλαη θαηαλνεηό πσο ην ζύζηεκα ζα ηαιαληώλεηαη γύξσ από κηα θαηλνύξγηα 

ζέζε ηζνξξνπίαο πνπ απέρεη 𝑥0 απν ηε ζέζε, ζηελ νπνία βξίζθεηαη ε πιαηθόξκα 

πξίλ θνιιήζεη πάλσ ηεο ην ζώκα 𝑚. Δίλαη εύθνια θαηαλνεηό όηη  

𝑥0 =
𝑚𝑔

𝑘
. 

 

Γηα ηελ ηαιάλησζε γύξσ από ηε λέα ζέζε ηζνξξνπίαο ε εμίζσζε θίλεζεο ζα είλαη: 

 𝑀 + 𝑚  
 𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 
 + 𝑘𝑥 = 0, 

κε θπθιηθή ζπρλόηεηα 

𝜔 =  
𝑘

𝑀 + 𝑚
. 

 

Δπνκέλσο ε κεηαηόπηζε θαη ε ηαρύηεηα ζα δίλνληαη απν ηηο ζρέζεηο: 

𝒙 = 𝑨𝐬𝐢𝐧  𝝎 𝒕 + 𝝋  
𝒗 =  𝑨 𝝎 𝐜𝐨𝐬 𝝎 𝒕 + 𝝋 , 

από όπνπ βξίζθνπκε 

𝑨 =  𝒙𝟐 +
𝒗𝟐

𝝎𝟐
 

Αξθεί ινηπόλ γηα θάπνην 𝒙 λα βξεζεί ην 𝒗, νπόηε ππνινγίδεηαη ην 𝑨. Ξέξνπκε ην 𝒙𝟎. Αξθεί λα 

ππνινγίζνπκε ην 𝒗𝟎, δειαδή ηελ ηαρύηεηα πνπ έρεη ε πιαηθόξκα κε ην ζώκα κόιηο αξρίζεη 

λα θηλείηαη. Σν ζώκα, ιίγν πξίλ ηελ θξνύζε κε ηελ πιαηθόξκα, έρεη ηαρύηεηα 𝒗 πνπ 

ππνινγίδεηαη απν ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο: 

𝒗 =  𝟐𝒈𝒉. 
 

Απν ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο νξκήο πξίλ θαη κεηά ηε θξνύζε: 

𝒎𝒗 =  𝑴 + 𝒎 𝒗𝟎 
βξίζθνπκε 

𝒗𝟎 =
𝒎 𝟐𝒈𝒉

𝑴 + 𝒎
 

Αληηθαζηζηώληαο ηα 𝒙𝟎 θαη 𝒗𝟎 ζηελ ζρέζε γηα ην πιάηνο, βξίζθνπκε: 

𝑨 =
𝒎𝒈

𝒌
 𝟏 +

𝟐𝒌𝒉

 𝑴 + 𝒎 𝒈
. 

___________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 7 

΢ην άθξν λήκαηνο κήθνπο 𝑙 θαη κάδαο 𝑚 είλαη δεκέλε ζθαίξα κάδαο 𝛭 θαη αθηίλαο 𝑅. Σν 

λήκα κπνξεί λα ζεσξεζεί ξάβδνο θαη θξέκεηαη από ηελ νξνθή. Δθηξέπνπκε ηελ ζθαίξα θαηά 

κηθξή γσλία. 

α) Γξάςηε ηελ εμίζσζε ηεο θίλεζεο 

β) Βξείηε ηε πεξίνδν ηεο ηαιάλησζεο 

γ) Δμεηάζηε ηε πεξίπησζε 𝑚 → 0 θαη 𝑅 ≪ 𝑙. 
 

M 

m 

h 
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ΛΤ΢Η 

Πξνθαλώο έρνπκε λα θάλνπκε κε θπζηθό εθθξεκέο. 

 

α) Έζησ 𝛪 ε ξνπή αδξάλεηαο ηνπ σο πξνο ην ζεκείν αλάξηεζεο Ο θαη 𝑏 ε απόζηαζε ηνπ Κ.Μ, 

C, απν ην Ο. Σόηε από ηελ εμίζσζε ησλ ξνπώλ ζα έρνπκε: 

 

𝛪
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= − 𝑀 + 𝑚 𝑔𝑏 sin 𝜃. 

 

 

Γηα κηθξέο γσλίεο 𝜃, παίξλνπκε ηελ εμίζσζε ηεο θίλεζεο 

 

 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+
 𝑀 + 𝑚 

𝐼
𝑔𝑏𝜃 = 0, 

 

πνπ είλαη εμίζσζε αξκνληθήο ηαιάλησζεο. 

 

Μέλεη ηώξα λα ππνινγίζνπκε ηα 𝑏 θαη 𝛪. Σν λήκα κπνξεί λα ζεσξεζεί ξάβδνο. Δπνκέλσο ε 

ξνπή αδξάλεηάο ηνπ σο πξνο ην Ο ζα είλαη: 

𝐼𝑁 =
1

3
𝑚 𝑙2. 

 

Η ξνπή αδξάλεηαο ηεο ζθαίξαο σο πξνο ην Ο είλαη: 

𝛪𝛴 =
2

5
 𝛭𝑅2 +  𝑀 𝑅 + 𝑙 2. 

Άξα ε νιηθή ξνπή αδξάλεηαο είλαη: 

𝐼 =
1

3
𝑚 𝑙2 +

2

5
 𝛭𝑅2 +  𝑀 𝑅 + 𝑙 2. 

Δύθνια βξίζθνπκε επίζεο όηη: 

𝑏 =

𝑚𝑙
2 + 𝑀 𝑅 + 𝑙 

𝑀 + 𝑚
 

Σειηθά ινηπόλ 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ 𝑔

𝑚𝑙
2 + 𝑀 𝑅 + 𝑙   𝜃

1
3𝑚 𝑙2 +

2
5

 𝛭𝑅2 +  𝑀 𝑅 + 𝑙 2
= 0 

 

β) Η πεξίνδνο ζα είλαη 

𝑇 = 2𝜋 

1
3𝑚 𝑙2 +

2
5

 𝛭𝑅2 +  𝑀 𝑅 + 𝑙 2

𝑔(
𝑚𝑙
2 + 𝑀 𝑅 + 𝑙 )

 

 

γ) Γηα 𝑚 → 0 βξίζθνπκε  

𝑇 ≈ 2𝜋 
2
𝑅2

5
+  𝑅 + 𝑙 2

𝑔 (𝑅 + 𝑙)
 

ελώ γηα 𝑅 ≪ 𝑙, δειαδή γηα 𝑙 + 𝑅 ≈ 𝑙: 
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𝑇 = 2𝜋 
𝑙

𝑔
 

Δπνκέλσο εύθνια θαηαιαβαίλνπκε πσο έλα εθθξεκέο, όπσο απηό πνπ πεξηγξάςακε πηό πάλσ,  

κπνξεί  εύθνια λα ζεσξεζεί απιό, αξθεί ην λήκα λα έρεη πνιύ κηθξή κάδα (ακειεηέα), ελώ ε 

αθηίλα ηεο ζθαίξαο λα είλαη πνιύ κηθξόηεξε από ην κήθνο ηνπ λήκαηνο. 

___________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 8 

Φεθαζηήξαο βαθέα θαίλεηαη απινπζηεπκέλνο ζην ζρήκα. 

Τπνινγίζηε ηελ απαηηνπκέλε πίεζε Ρ ζην δνρείν πίεζεο, ώζηε λα 

αλπςώλεηαη ην δηαιπκέλν ρξώκα από ην δνρείν ρξώκαηνο κέρξη ην 

ζσιελάθη ςεθαζκνύ, αλ ε ππθλόηεηα ηνπ δηαιπκέλνπ ρξώκαηνο 

είλαη ξ = 1.3 gr/cm
3
 θαη ην ημώδεο ηνπ κεδακηλό. Απαηηνπκέλε 

παξνρή πεπηεζκέλνπ αέξνο, Π = 100lt/min. Γηάκεηξνη ζσιήλσλ, 

D1 = 10mm θαη D2 = 2mm. h = 25mm. Η ππθλόηεηα ηνπ αέξνο είλαη 

αλάινγνο ηεο πίεζεο, ξ1/Ρ1 = ξ2/Ρ2, θαη ζε αηκνζθαηξηθή πίεζε 

ηζνύηαη κε ξαεξ. 1 atm = 1.29kg/m
3
.  

1 atm= 10
5
Pa. 

 

ΛΤ΢Η 

Γξάθνπκε ηελ εμίζσζε ηνπ Bernoulli γηα νξηδόληηα παξνρή, γηα ηελ πεξηνρή D1 θαη ηελ D2  

½    ξ1  π1
2
 + Ρ1 = ½    ξ2  π2

2
 +  Ρ2      (1) 

όπνπ Ρ1 = Ρ , Ρ2 ή πίεζε ζηελ πεξηνρή D2 θαη π1 θαη π2 νη αληίζηνηρεο ηαρύηεηεο. 

Δπίζεο ε παξνρή αέξνο, Π = ΓV/ΓT = A1   π1 = A2   π2    (2)  

όπνπ Α1 θαη Α2 νη αληίζηνηρεο δηαηνκέο ησλ ζσιήλσλ ζην D1 θαη D2. Δδώ έρνπκε ππνζέζεη 

όηη νη ππθλόηεηεο είλαη θαηά πξνζέγγηζε ίζεο. 

Σέινο αλ ε δηαηνκή ηνπ ζσιελίζθνπ ηνπ ρξώκαηνο είλαη Α, γηα λα είλαη ν ζσιελίζθνο 

γεκάηνο ρξώκα πξέπεη ην βάξνο ηνπ ρξώκαηνο κέζα ζηνλ ζσιελίζθν θαη ζε ύςνο h λα 

ηζνύηαη κε ηελ δύλακε ιόγσ ηεο δηαθνξάο πηέζεσλ Ρ2 θαη Ρν, όπνπ Ρν ε αηκνζθαηξηθή πίεζε 

ζηε επηθάλεηα ηνπ ρξώκαηνο (όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα ην δνρείν είλαη αλνηθηό ζηνλ 

αηκνζθαηξηθό αέξα): 

Α  h  ξ  g = (Ρν – Ρ2)  Α     

Ρ2 = Ρν – h  ξ  g = 10
5
 Pa – 25 10

-3
m 1.3 10

3
kg/m

3
  9.81 m/s

2
 = 9.97 10

4
Pa  (3) 

Από ηελ (2) έρνπκε:  π1 = Π/Α1 θαη π2 = Π/Α2   (4) 

Σέινο, από ηελ ζρέζε ηεο πίεζεο θαη ηεο ππθλόηεηαο ηνπ αέξα,  ξ1/Ρ1 = ξ2/Ρ2,  έρνπκε: 

ξ1  = ξ2  Ρ1/Ρ2 , όπνπ    ξ2 =  ξαεξ. 1 atm     (5) 

΢πλδπάδνληαο ηηο (1), (3), (4) θαη (5) θαη ιύλνπκε σο πξνο Ρ = P1 (εμ νξηζκνύ): 

½    ξ1  π1
2
 + Ρ1 = ½    ξ2  π2

2
 + Ρ2     

 
1

2
∙ 𝜌2 ∙

𝛲

𝛲2
∙
𝛱2

𝛢1
2 + 𝛲 =  

1

2
∙ 𝜌2 ∙

𝛱2

𝛢2
2 + 𝛲2    

 𝛲 ∙ ( 
1

2
∙ 𝜌2 ∙

1

𝛲2
∙
𝛱2

𝛢1
2 + 1) =  

1

2
∙ 𝜌2 ∙

𝛱2

𝛢2
2 + 𝛲2       

𝛲 =  
 𝜌2 ∙ 

𝛱2

𝛢2
2   +  2 ∙ 𝛲2

𝜌2 ∙  
𝛱2

𝛢1
2  ∙ 

1

𝛲2
 +  2

  =  
 1.29 

𝑘𝑔

𝑚3  ∙ 
10−2

602  
𝑚6

𝑠2  ∙  
4

3.14 ∙ 4 ∙ 10−6
  

2 1

𝑚4  +2 ∙ 9.97 104𝑃𝑎

1.29 
𝑘𝑔

𝑚3  ∙ 
10−2

602  
𝑚6

𝑠2  ∙  
4

3.14 ∙ 100  ∙ 10−6
 

2
 

1

𝑚4  ∙ 
1

9.97 104 
1

𝑃𝑎
  +  2

 =       

=  
 1.29  ∙ 

10−2

602   ∙  
4

3.14∙ 4 ∙ 10−6   
2

 + 2 ∙ 9.97 104

1.29 ∙ 
10−2

602   ∙  
4

3.14∙ 100  ∙ 10−6 
2

+ 2 ∙ 9.97 104
  ∙  9.97 104𝑃𝑎 = 

=
3.58∙10−6∙1.013∙1011 +2 ∙ 9.97 104

3.58∙10−6∙1.62∙108   + 2 ∙ 9.97 104
∙  9.97 104  𝑃𝑎 =  

= 2.81  9.97  10
4
 Pa = 2.8 10

5
 Pa  2.8  atm. 

 

__________________________________________________________________________ 

h 

D

1

1

11 

D2 

Ρ 
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ΑΣΚΗΣΗ  9 

Φξάγκα ην νπνίν ζπγθξαηεί λεξό βάζνπο D = 30m έρεη 

θνληά ζηνλ ππζκέλα πύιεο εθθέλσζεο ύςνπο H = 2m 

θαη κήθνπο L = 3m. Τπνινγίζηε: α) ηελ ζπλνιηθή 

δύλακε πνπ αζθείηαη ζε θάζε πύιε θαη β) ηελ ξνπή 

γύξσ από άμνλα πεξηζηξνθήο ηνπο (δηαθεθνκκέλε 

γξακκή) πνπ βξίζθεηαη ζηελ βάζε ηνπ θξάγκαηνο  θαη 

παξάιιεινο πξνο απηήλ.   

 

ΛΤ΢Η 

α) Καη' αξρήλ έρνπκε όηη ε πίεζε ζε έλα πγξό ζε ζπλάξηεζε  κε ην βάζνο δίλεηαη από ηελ 

ζρέζε: 

𝑃 = 𝑃0 + 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ ℎ, όπνπ P ε πίεζε ζε βάζνο h, ξ ε ππθλόηεηα ηνπ πγξνύ, g ε επηηάρπλζε ηεο 

βαξύηεηαο θαη  Po  ε πίεζε αλαθνξάο, ζπλήζσο ε αηκνζθαηξηθή πίεζε. 

Δπεηδή ε δύλακεο F πνπ νθείιεηαη ζε πίεζε P ηζνύηαη θαηά κέηξν κε F = P  A, όπνπ Α ην 

εκβαδόλ ηεο επηθάλεηαο πνπ πθίζηαηαη ηελ πίεζε Ρ θαη θνξά θάζεηε θαη πξνο ηελ επηθάλεηα, 

ζε πεξίπησζε όπνπ ε πίεζε δελ είλαη ζηαζεξή ιόγσ βάζνπο όπσο ζηελ άζθεζε, πξέπεη λα 

εθαξκόζνπκε απηόλ ηνλ ηύπν θαη λα ππνινγίζνπκε ηελ ζηνηρεηώδε δύλακε ζε πεξηνρέο όπνπ 

ζεσξνύκε ηελ πίεζε ζηαζεξή (δειαδή ζε ζηνηρεηώδεο επηθάλεηεο, ζε ζηαζεξό βάζνο) θαη λα 

πξνζζέζνπκε όιεο απηέο ηηο ζπληζηώζεο. Έηζη ε ζηνηρεηώδεο δύλακε ζηελ ζηνηρεηώδε 

επηθάλεηα dA θάζε πύιεο , ζε ζηαζεξό βάζνο h,  ζα είλαη: 

dF =  P  dA =   Po +  𝜌 ⋅  g ⋅ h –  Po
′   dA    (1) 

όπνπ  Po ε αηκνζθαηξηθή πίεζε ζηελ επηθάλεηα ηεο ιίκλεο, Po' ε αηκνζθαηξηθή πίεζε από ηελ 

άιιε πιεπξά ηεο πύιεο, εθηόο λεξνύ κε, πξνθαλώο Po = Po' θαη dA ζηνηρεηώδεο επηθάλεηα ηεο 

πύιεο κε δηαζηάζεηο L  dh (όπνπ dh ζηνηρεηώδεο ύςνο ηεο πύιεο). 

Σειηθά ζα έρνπκε γηα ηελ δύλακε F πνπ αζθείηαη ζπλνιηθά θάζεηα ζηελ πύιε, κε D' = D – H, 

ην βάζνο ηνπ πάλσ κέξνπο ηεο πύιεο: 

𝐹 =  𝑑𝐹 = 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ ℎ ∙ 𝐿 ∙ 𝑑ℎ
𝐷

𝐷′

= 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿 ∙  ℎ ∙ 𝑑ℎ
𝐷

𝐷′

= 

= 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿 ∙ 0.5 ∙  𝐷2 − 𝐷′2  
Αληηθαζηζηώληαο έρνπκε: 

𝐹 = 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿 ∙ 0.5 ∙  𝐷2 − 𝐷′2  = 

= 103  
𝑘𝑔

𝑚3
∙ 9.81 

𝑚

𝑠2
∙ 3𝑚 ∙ 0.5 ∙  302𝑚2 − 282𝑚2 = 

= 103  ∙ 9.81 ∙ 3 ∙ 0.5 ∙  302 − 282 𝑁 = 1.71 ∙ 106𝑁  
 

β) Η ζηνηρεηώδεο ξνπή θαηά κέηξν, dη,  πνπ νθείιεηαη ζηελ δύλακε dF (πνπ εμαζθείηαη ζηελ 

επηθάλεηα dA, ηζνύηαη κε  dη = dF  x, όπνπ x ε απόζηαζε ηεο dA από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο, 

ν νπνίνο είλαη παξάιιεινο κε ηνλ βπζό ζε βάζνο D. Σν x = D – h, όπνπ h, όπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο είλαη ην βάζνο πνπ βξίζθεηαη ε επηθάλεηα dA.  

Θα είλαη: 

𝜏 =  𝑑𝜏 =  𝑑𝐹 ∙ 𝑥 = 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ ℎ ∙ 𝐿 ∙  𝐷 − ℎ ∙ 𝑑ℎ
𝐷

𝐷′

 

 

= 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿 ∙  𝐷 ∙  ℎ ∙ 𝑑ℎ
𝐷

𝐷′

− ℎ2 ∙ 𝑑ℎ
𝐷

𝐷′

 = 

= 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐿 ∙  
1

2
∙ 𝐷 ∙  𝐷2 − 𝐷′ 2 −

1

3
∙  𝐷3 − 𝐷′ 3

  = 

= 103  
𝑘𝑔

𝑚3
∙ 9.81 

𝑚

𝑠2
∙ 3𝑚 ∙  0.5 ∙ 30 ∙ (302 − 282) − 0.333 ∙ (303 − 283 )𝑚3 = 

D 

H 

L 
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= 103  ∙ 9.81 ∙ 3 ∙  1740 − 1681  𝑁 ∙ 𝑚 = 1.74 ∙ 106  𝑁 ∙ 𝑚 
 

__________________________________________________________________________ 

ΑΣΚΗΣΗ 10 

 

Μεηξεηήο ημώδνπο, ηνπ νπνίνπ ε ιεηηνπξγία ζηεξίδεηαη 

πξνζεγγηζηηθά ζην πείξακα νξηζκνύ ηνπ ημώδνπο, απνηειείηαη 

από δύν νκναμνληθνύο θπιίλδξνπο κε ειάρηζηα δηαθνξεηηθέο 

αθηίλεο r1 θαη r2, εθ ησλ νπνίσλ ν εμσηεξηθόο θύιηλδξνο 

πεξηζηξέθεηαη κεραληθά κε γσληαθή ηαρύηεηα σ, ν δε 

εζσηεξηθόο θέξεη δείθηε θαη ειαηήξην επαλαθνξάο.  Αλάκεζα 

ζηνπο δύν θπιίλδξνπο ηνπνζεηνύκε ην πγξό ηνπ νπνίνπ ζέινπκε 

λα κεηξήζνπκε ην ημώδεο. Θέηνπκε ηνλ εμσηεξηθό θύιηλδξν ζε 

πεξηζηξνθή κε γσληαθή ηαρύηεηα σ, νπόηε ιόγσ ηνπ ημώδνπο, 

εμαζθείηαη ξνπή T ζηνλ εζσηεξηθό θύιηλδξν, ηελ νπνία κεηξάκε 

κε ηνλ ζρεηηθό δείθηε. Τπνινγίζηε ην ημώδεο κε απηήλ ηελ κέζνδν αλ, r1 = 4.00cm, 

r2 = 4.28cm, σ = 20ζηξνθ/min, Σ = 3.24 Νm θαη h = 10.0cm ην ύςνο ηνπ πγξνύ αλάκεζα 

ζηνπο δύν θπιίλδξνπο.  

 

 

ΛΤ΢Η 

Από ηνλ νξηζκό ηνπ ημώδνπο έρνπκε: 

 

ζ = F/s = ε  πν / d     ε = F  d /(πν  s)   (1) , όπνπ ε ν ζπληειεζηήο ημώδνπο, πν ε ζρεηηθή 

ηαρύηεηα ησλ δύν επηθαλεηώλ εκβαδνύ s, d ε απόζηαζε ηνπο θαη F ε δύλακε πνπ πξέπεη λα 

εθαξκόδεηαη ζηελ κέζα επηθάλεηα. 

 

΢ηελ άζθεζε, ε επηθάλεηα s ηζνύηαη κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ εζσηεξηθνύ θπιίλδξνπ επί ην ύςνο 

ηνπ πγξνύ αλάκεζα ζηνπο θπιίλδξνπο, s = 2  π  r1  h   θαη d ε απόζηαζε ησλ θπιίλδξσλ, 

d = (r2 – r1). Παξαηεξήζηε όηη ζηελ πξνζέγγηζε r1-r2 << r1, r2   δελ έρεη ζεκαζία αλ ζα 

ζεσξήζνπκε ηελ εζσηεξηθή ή ηελ εμσηεξηθή θπιηλδξηθή επηθάλεηα. ΢ηελ πξάμε, ζπκβαηηθά 

επηιέγνπκε ηελ εζσηεξηθή επηθάλεηα.         

 

Η ηαρύηεηα πν = σ  r2, κε σ = 20  2  π /60  rad/s               

 

Σέινο ε ξνπή Σ ηζνύηαη κε Σ = F  r1           F = T / r1                        

 

Με ηα παξαπάλσ ε (1) γίλεηαη: 

 

𝜂 =
𝐹 ∙ 𝑑

𝜐𝜊 ∙ 𝑠
=

𝑇 ∙ (𝑟2 –  𝑟1)

𝑟1 ∙ 𝜔 ∙ 𝑟2 ∙ 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑟1 ∙ ℎ
=  

 

=
3.24 𝑁𝑚 ∙ 2.8 ∙ 10−3𝑚 ∙ 60𝑠

4.002 ∙ 10−4𝑚2 ∙ 20 ∙ 4.28 ∙ 10−2𝑚 ∙ 4 ∙ 𝜋2 ∙ 0.1𝑚
= 

 

=
3.24 ∙ 2.8 ∙ 10−3 ∙ 60

4.002 ∙ 10−6 ∙ 20 ∙ 4.28 ∙ 4 ∙ 𝜋2 ∙ 0.1
 
𝑁𝑠

𝑚2
=    100.7 

𝑁𝑠

𝑚2  
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